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Streszczenie
W niniejszej pracy omawiany jest utamkowy ruch Browna. Udowodnimy, ze taki proces istnieje.
Zbadamy jego wazniejsze wlasnosci. Zobaczymy, ze da sie go przedstawi¢ jako catke wzgledem

procesu Wienera i to na kilka sposobow. Na koniec zajmiemy sie twierdzeniem, w ktérym tytu-
towy proces pojawia sie jako proces graniczny.

Stowa kluczowe

Utamkowy ruch Browna, proces Wienera, catka stochastyczna, semimartyngal

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna
60 - Teoria prawdopodobienstwa i procesy stochastyczne

60G - Procesy stochastyczne
60G22 - Procesy utamkowe, wraz z utamkowym ruchem Browna

Tytul pracy w jezyku angielskim

Fractional Brownian motion
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Gléwnym celem mojej pracy jest przedstawienie wtasnoéci i zachowan utamkowego ruchu Brow-
na. Czasami w pracy postuze si¢ szeroko stosowanym skrétem nazwy opisywanego procesu - fBm
(fractional Brownian motion). Zacznijmy od zdefiniowania tego pojecia.

Definicja 1.1. Utamkowym ruchem Browna nazywamy gaussowski proces stochastyczny (B )0
ze $rednia EBH = 0 dla dowolnego ¢ > 0, ciagtymi trajektoriami oraz funkcja kowariancji dana
wzorem

1
HpH\ _ L (2H | 2H |, 2H
E(BtBS>_2(t + 2 — |t — 5[,
gdzie 0 < H < 1 jest parametrem Hursta.

Po raz pierwszy w literaturze proces ten wprowadzil Andriej Nikotajewicz Kolmogorow w
1940 roku przy okazji badania pewnych krzywych spiralnych w przestrzeni Hilberta '. W 1968
roku Mandelbrot oraz Van Ness przedstawili utamkowy ruch Browna jako nastepujaca catke
wzgledem procesu Wienera

B{IZ/O (- )" —(—s)H—é)dWs+/0t(t—s)H—%dWS. (1.1)

—0o0

Powyzsza formule udowodnimy w rozdziale czwartym. Zauwazmy, ze wzor (1.1) jest podobny
do wzoru z uzyciem calek cze$ciowych

/Ot dt,—1 /Otn1 dt,_o... /(:2 dt, /Otl g(s)ds = (n—ll)‘ /Ot(t — s)"_lg(s)ds. (1.2)

Stad wlasnie sie wzieta nazwa ulamkowy ruch Browna na okreslenie procesu zdefiniowanego
przez Kolmogorowa [6]. Skad wziela sie nazwa samego parametru Hursta? Pochodzi od nazwiska
Harolda Hursta - brytyjskiego hydrologa. Dlaczego wiec nazwano parametr obiektu matematycz-
nego od jego nazwiska? W polowie XIX wieku Hurst za pomoca statystyki R/S badal dane o
zmianach poziomu Nilu. Przy zalozeniu skonczonej wariancji, statystyka R/S powinna rosnaé
w tempie /n, gdzie n jest rozmiarem préobki . Natomiast dane zebrane przez Hursta wskazuja
na wzrost rzedu n'’, gdzie H = 0.74. Mandelbrot podejrzewal, ze utamkowy ruch Browna moze
postuzyé do opisu danych z Nilu. Uzywal on w swojej pracy wlasnie paramteru H od nazwiska
Hursta. Obecnie jest to powszechnie uzywane oznaczenie.

Nastepnie spdjrzmy na ilustracje przedstawiajaca zachowanie sie dwéch trajektorii utamkowego
ruchu Browna dla pewnych parametréw.

'Kolmogorov, A. N. (1940). Wienersche Spiralen und einige andere interessante Kurven im Hilbertschen Raum.



Symulacje trajektori utamkowego ruchu Browna
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— H=0.20
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Czesto modelowanie procesem Wienera nie jest na tyle zgodne z rzeczywistoscia jak bysmy tego
chcieli. Patrzac na powyzsza ilustracje rodzi si¢ od razu pomyst, zeby zamiast procesem Wienera
modelowaé¢ utamkowym ruchem Browna, odpowiednio manipulujac parametrem Hursta. Jest
niestety jedno utrudnienie. Jak pokazemy w podrozdziale 3.4 utamkowy ruch Browna nie jest
semimartyngatem, zatem catkowanie wzgledem tego procesu, jakze wazne dla zastosowan, jest
zadaniem nietrywialnym. Z drugiej strony to wlasnie moze by¢ motywacja do glebszego badania

tego zagadnienia.



Rozdziat 2

Istnienie ulamkowego ruchu Browna

W niniejszym rozdziale udowodnimy, ze utamkowy ruch Browna istnieje. Dow6d bedzie sie opie-
ral na twierdzeniu Kolmogorowa.

Twierdzenie 2.1. (Kolmogorowa)
Niech I' : T? — R. Istnieje scentrowany proces gaussowski (X;)ier z funkcja kowariancji I'
wtedy i tylko wtedy, gdy I' jest dodatnio okreslona.

Dowéd. Mozna znalezé na przyklad w [2, twierdzenie 12.1.3].
Przypomnijmy pojecie hélderowskiej ciagtosci funkeji.

Definicja 2.1. Funkcja f : [a,b] — R jest a-holderowsko ciagla jesli istnieje stala C' > 0 taka,
ze zachodzi nieréwnoscé

() = F() < Clt— sl Vs € [a,].
Twierdzenie 2.2. (Kolmogorowa o cigglosci trajektorii) [3]
Zalézmy, ze X = (Xt)ie[q,p) jest procesem takim, ze

vt,se[oz,b] E |Xt - X8|a < C’t - 3’1+B (21)

dla pewnych statych dodatnich «, 8, C. Wéwczas istnieje proces Y = (Y;)g(q,5), bedacy modyfi-
kacja procesu X, ktérego wszystkie trajektorie sa ciaglte. Co wigcej trajektorie kazdej modyfikacji
X o ciaglych trajektoriach sa, z prawdopodobiefistwem 1, holderowsko ciagte z dowolnym wy-
ktadnikiem v < 2.

Lemat 2.1. (Kolmogorowa-Centsova)
Niech X = (X;)ier bedzie scentrowanym procesem gaussowskim, gdzie T = [0, M] C R dla
pewnego M > 0. Przypuéémy, ze istnieja stale C,a > 0 takie, ze
E(X;—X,)*<Clt—s|* Vi seT, (2.2)
o

wtedy dla dowolnego n € (0, §) istnieje ciagta modyfikacja ¥ procesu X z prawie wszystkimi

n-holderowsko ciagltymi trajektoriami.
Dowdd. Niech t > s. Skoro X jest scentorwanym procesem gaussowskim, to zachodzi
X, — Xo~\E (X, — X,)*- Z gdzie Z ~ N(0,1). (2.3)

Nastepnie z powyzszego oraz ze stacjonarnosci przyrostéw (te wlasnoéé przedstawimy w nastep-
nym rozdziale) wnioskujemy, ze dla dowolnego p > 1 zachodzi

E|X, — X,[P < CEZE|Z|P|t — s|*2 = C4|t — s|°%. (2.4)

Aplikacja twierdzenia 2.2 konczy dowdd.



Teraz jestedmy gotowi udowodnié¢, ze utamkowy ruch Browna istnieje.

Twierdzenie 2.3. (o istnieniu) [4, stwierdzenie 1.6]
Istnieje ciagly, gaussowski proces stochastyczny (Bf);>o z funkcja kowariancji dana wzorem

_log | om 2H
I‘H(t,s)fi(t + 2 — [t — )
wtedy i tylko wtedy, gdy H € [0,1].

Dowdéd. Dla parametru H = 1 oraz H = 0 funkcja kowariancji ma zdegenerowana postaé. Te
procesy oczywidcie nie sg utamkowym ruchem Browna. Zgodnie z zapowiedzia, kluczem w tym
dowodzie jest skorzystanie z twierdzenia Kolmogorowa.

Gdy H > 1, to funkcja I'; nie jest dodatnio okreslona. Rzeczywiscie, zobaczmy na nastepujacy
kontrprzyktad. Niech t1 =1 t3 =2, ag = —2 oraz as = 1. Wtedy

a%FH(tl, tl) + 2a1a2FH(t1,t2) + (Z%FH(tQ,tQ) =4 — 921 < 0. (2.5)

Podobnie jest gdy H < 0. Niech a; = 1,a9 = 2,t; = n oraz to = n + % dla pewnego n € N.
Wtedy

a%FH(tl, tl) + 2a1a2FH(t1, t2) + a%I‘H(tQ, tg) = t%H (a% + alag) + t%H (a% + alag) —

Lo\ 2 1N\ -2H (2.6)
—aya (t2—t1)2H =3 ( 1) +6<> —on2 <
n

n
n

dla pewnego dostatecznie duzego n € N, poniewaz H < 0.
Réwnie prostym przypadkiem jest H = 1, wtedy I'1 (¢, s) = ts. Zatem V>, dowolnych t1, ..., tq >
0 oraz aq,...,aq € R zachodzi
2

Z Fl tk,tl ara; — (Z tkak> > 0. (2.7)

k=1
Oczywistym jest r()wnieZ co sie dzieje dla H = 0. W tym przypadku funkcja kowariancji ma
postaé I'y(s,t) = , a wiec jest dodatnio okre$lona. Zostaje nam do pokazania dodatnia okre-
$lono$¢ funkcji FH dla H € (0,1).
Dla dowolnego = € R zamiana zmiennych v = wu|z| prowadzi nas do przedstawienia |x
ciekawej formie

/Oolfe u? /OO 1-—
——du =
0 w2H+1 ]:c| |

Zatem po unormowaniu otrzymujemy zadang konkluzje

’2H W

_ |o[?H / (1) =24y, (2.8)
0

2H+1
wl

2.2
] —eTWE

1
2H _
ot = | (2.9)
gdzie cg = [ (1 — exp(— 2)) 1724y < o0.
Teraz dla dowolnego ¢t > s > 0 mozemy napisac

_ 1 01— efuzt2 41— efu252 4 01— 67u2(t75)2 q B
T n /o W2HAT “_/0 w2H+1 ul =

1 0o (1 — 22 1_ 22 1 0o . —ut? 2u2ts_1 —u?s? (2.10)
= i-c u2)115+1 - )d“+/ : < u2H+1 e du =

CH JO CH

2

1 [ (1—e ) (1 — e %)

o0 tn UQS
= — du + — / du.
cn Jo W2H+1 Z w2H— 2n+1




2uts _ 1 szereg Taylora oraz jego jednostajna

Ostatnie przejécie jest konsekwencjg rozwiniecia e
zbieznoscia.
Teraz dla dowolnych d > 1, t1,...,ty > 0 oraz ay, ...,aqg € R mozemy napisac

d 2
1 o0
(tzH i tle g — mzH) apay = 27/ u—H+D) (Z (1 _ 6_u2t§) ak) dut
cH Jo el

DN =

d
k=1
, (2.11)

L = 2" [ op—ont1) a 2;2
+ — —/ TR the “ ka, | du > 0.
2CH 712::1 n! 0 kz::I k -

Zatem pokazaliSmy, ze I'yy jest dodatnio okreslona dla H € [0,1]. Korzystajac z twierdzenia
Kolmogorowa wiemy, ze opisywany proces istnieje. Pozostaje jeszcze wykazanie, ze taki proces
ma ciagle trajektorie. Zauwazmy, ze

2
E(Bf - BI') =|t—sP Vst>0,

zatem korzystajac z lematu Kolmogorowa-Centsova dostajemy ciagtoéé trajektorii procesu BH
a to konczy dowdd istnienia.

O

Uwaga.
Alternatywny dowod dodatniej okreslonosci funkcji kowariancji mozna wywnioskowaé¢ z dowodu
twierdzenia o spektralnej reprezentacji utamkowego ruchu Browna z podrozdziatu 4.2.






Rozdziat 3

Wilasnosci ulamkowego ruchu
Browna

W tym rozdziale zajmiemy sie badaniem wtasnosci tytutowego procesu.

3.1. Stacjonarnosé¢ przyrostow

Na poczatku pokazemy, ze fBm ma stacjonarne przyrosty.

Definicja 3.1. Proces (X;)ier ma stacjonarne przyrosty, jesli dla kazdego h > 0 oraz dowolnych
t,s € T takich, ze t > s zachodzi Xy4p — Xy ~ X,.

Stwierdzenie 3.1. (Stacjonarno$é przyrostéw) [4, stwierdzenie 2.2]
Utamkowy ruch Browna (Bf!);>o ma stacjonarne przyrosty.

Dowdd. Zmienna losowa BtH — Bf ma rozktad normalny z zerowa $rednia, zatem zajmijmy sie
policzeniem wariancji

Var(Bff — BI) =B ((B{ - BI')?) =EB{'B[' — 2EB{' B! + EB' Bl =
— p2H _ <t2H 4 g2H _ (t— S)QH) 4+ g2H — (3.1)

= (t— 5)2H.

Stad wynika, ze Bff — B ~ N (0, (t — 3)2H) , dla dowolnych ¢ > s > 0.
Co konczy dowdd.

3.2. Samopodobienstwo

Stwierdzenie 3.2. (Samopodobienstwo) [4, stwierdzenie 2.2]
Utamkowy ruch Browna jest samopodobny, to znaczy dla dowolnego a > 0 zachodzi

(B =0 ~ (a™ B )i>0.

Dowdd. Aby udowodnié teze wystarczy pokazaé réwnosé rozktadéw skonczenie wymiarowych,
to znaczy

(BH,..

Bl )~ (a" B, ..a" BIT)

1

H

dla dowolnych %4, ...,t, > 0. Zauwazmy, ze wektor (aHBatl, .

L afl Bgn) jest gaussowski, jako

liniowe przeksztalcenie wektora (Bg i, ...,Bﬁn). Zatem wystarczy pokazaé¢ réwnosé macierzy

11



kowariancji.
Niech t > s > 0, wtedy

1
Cov (Bﬂ, Bg) = EBIBI — 3 ((at)2H + (as)?" — (a(t — s))2H> =
2H (3.2)
_a 2H | 2H (4 N\2H
= 5 (P s — (k=)
Jednoczesnie z drugiej strony widzimy, ze
o2H
Cov (aHBtH,aHBf) = o*EBIBH — —~ <t2H + 52— (t - 8)2H) . (3.3)

7 dowolnosci t i s wynika teza.

3.3. Unikalnosé

Udowodnimy teraz, ze utamkowy ruch Browna jest jedynym gaussowskim procesem samopo-
dobnym o stacjonarnych przyrostach.

Stwierdzenie 3.3. (o unikalno$ci) [4, stwierdzenie 2.2]
Jedynym ciaglym procesem gaussowskim BY = (BtH )t>0 speliajacym

=

1. B{! = 0 prawie na pewno

2. VarBH =1

3. a~ " BE ~ B} dla dowolnych a,t > 0 (jest samopodobny)

4. Dla dowolnego h > 0 zachodzi Bg_h — Bl ~ B (ma stacjonarne przyrosty)
jest utamkowy ruch Browna.

Dowdd. Najpierw pokazmy, ze jest to scentrowany proces gaussowski.

Wlasnoéé stacjonarnych przyrostéw daje nam EBS = 2EBH ale jednoczesnie, korzystajac z
samopodobienstwa procesu, otrzymujemy EBL = 20EB} | zatem EB/ = 0 dla dowolnego
t>0.

Dla t,s > 0 mamy ciag réwnosci

ep/ Bl — 3 (B(8l) +E(8!) -5 (57 - B1)") ©
@5 (e () +u(m) —E(BL,)") @ )
(3.4
©) %IE (B{J>2 (tQH +2H S‘2H> )
@ % (tQH 820 5|2H) .
Zatem proces B jest utamkowym ruchem Browna.
O

12



3.4. FBm jako proces niebedacy semimartyngalem

W tym podrozdziale pokazemy, ze fBm nie jest semimartyngalem dla H € (0, %) U (%, 1). Za-
czniemy od wprowadzenia definicji i podaniu paru wlasnoéci wielomianéw Hermite’a. Pojecie to
bedzie wielce uzyteczne w dowodzie Twierdzenia 3.1.

Definicja 3.2. Niech H,(z) oznacza n—ty wielomian Hermite’a, ktéry definiujemy nastepujaco

2 d" 2
Hy(z) = (1)~ <e_2> dla n>1 (3.5)

oraz dodatkowo Hy(z) = 1.

Definicja 3.3. Niech § : C! — C° bedzie operatorem liniowym zdefiniowanym wzorem

(0¢) (x) = mp(x) — ¢'(2), (3.6)
dla dowolnej funkcji rézniczkowalnej .

Zauwazmy, ze wielomiany Hermite’a z Definicji 3.2 da sie wyrazi¢ przez operator z Definicji
3.3

962
(%) = 6"D @), (3.7)
gdzie 1 oznacza funkcje stale réwna 1.

Stwierdzenie 3.4. (o wielomianach Hermite’a) [4, stwierdzenie 1.3]
Rodzina (Hy)ren C R[X] wielomianéw Hermite’a ma nastepujace wlasnosci

1. Hj(z) = kHp_1(z) oraz Hyy1(z) = vHp(x) — kHy_1(x) dla dowolnych k € N.

2. Rodzina (LHk>keN jest baza ortonormalna przestrzeni L? (R, Le’ﬁﬂ).

V! Va2r
3. Niech (U, V) bedzie wektorem normalnym z U,V ~ N(0,1), wtedy dla dowolnych k,l € N
zachodzi

E (Hy(U)H,(V)) = KE (UV)* 14—,

Dowéd. Zacznijmy od pierwszego podpunktu. Niech D : R[X] — R[X]| bedzie operatorem
rézniczkowania, to znaczy DW = W’. Zauwazmy, ze dla dowolnego wielomianu W zachodzi

(D6 —0D)W =W. (3.8)
Dowdéd indukeyjny prowadzi nas do réwnosci
D&* —6*D = ké*1 dla k> 1. (3.9)
Stad otrzymujemy

H} = D6*1 = k6*'1 + 6*D1 = kH),_, oraz (3.10)

Hga (@) = (65411) (2) = (60"1) (2) = (6Hy,) (z) = 2 Hy(2) — Hy(x) =

(3.11)
= l‘Hk({L') — kafl(l').

A to wlasnie chcieliSmy pokazaé¢ w pierwszym podpunkcie. Zajmijmy si¢ teraz drugim.

13



Lemat 3.1. Niech Z bedzie zmienng losowa o standardowym rozktadzie normalnym oraz niech
0,1 : R — R beda funkcjami klasy C', ktérych pochodne nie rosna szybciej niz funkcja
wykladnicza, wtedy

E @' (Z2)¢(2)) =E@(Z) (6p) (2)). (3.12)

Dowdd. Wystarczy zastosowaé catkowanie przez czesci.

E (v (2)¢(2) = | v(@)el)

/w

e*%dm = {w(aﬁ)go(@ \/12?83822] C:O !

% (¢ (z) — zp(z)) do = /Rw(rv) (6¢) (z)
(2) (590) (2))-

Co konczy dowdd lematu.

Dowdd ostatniego podpunktu twierdzenia opiera sie na dowodzie z pracy [5, lemat 1.1.1].
Ortonormalnos$¢ wielomianéw Hermite’a dla k # | wynika z podpunktu trzeciego, ktéry zaraz
udowodnimy. Zauwazmy, ze deg(Hy) = k. Aby zakonczy¢ dowéd podpunktu (2), musimy poka-

2

zaé, ze jednomiany X* sa geste w przestrzeni L?(R, \/%6_%), a do udowodnienia tego wystarczy

952
pokazaé, ze jesli funkcja f € L%(R, \/%677) spetniajacej réwnianie E(f(Z)Z*) = 0, to wtedy
f=o.
Dla w € C zdefiniujmy p(w) = E ( f(2)ew? ), wtedy podobnie jak przy funkcji charakterystycz-
nej zachodzi réwnosé
oW (w) = *E (2Ff(2)e7) . (3.14)

Teraz korzystajac z zatozenia dotyczacego funkcji f dostajemy, ze dla dowolnego k € N zacho-
dzi ¢ (0) = 0. Zatem z jednoznaczonsci transformaty Fouriera oraz analitycznosci funkcji f
wynika, ze f = 0 prawie na pewno.

Pozostaje do udowodnienia ostatni podpunkt stwierdzenia. Zauwazmy, ze dla wektora gaus-
sowskiego (X,Y) takiego, ze EX = EY = 0 oraz dla dowolnego ¢, s € R zachodzi

2 2
E (esxzety’;) _ estIEXY. (315)

Uzasadnijmy powyzsza réwnosé. Oznaczmy kowariancje zmiennych X i Y przez p, to znaczy
p = EXY. Zauwazmy ponadto, ze zmienne X — pY oraz Y sa niezalezne. Stad dla dowolnych
s,t € R zmienne s(X — pY') oraz (t + ps)Y sa niezalezne. Zatem mozemy napisaé

2

2 2
_ sS4+t
— EesXthY —¢

s(X—=pY)+(t+ps)Y _ ,—= 12 Ees(X=pY)Re(t+ps)Y (3.16)

(&

Dopatrujemy sie w powyzszym iloczynu funkcji tworzacych momenty scentrowanych zmiennych
gaussowskich. Wiedzac ponadto, ze E(X — pY)? = 1 — p?, otrzymujemy

2,2 2,,2 2,2
—%EBS(X—pY)Ee(H-ps)Y _ 6—%6%(52+2pst+t2) _ e—s ;t e%ﬂi(sX—l—tY)2 _

e

_ SEXY (3.17)

Teraz biorac (n + m)-ta rézniczke czedciowa 5 Zatm w punkcie s = ¢ = 0 po obu stronach
réwnania (3.15) dostajemy

E(Hn(X)Hp(Y)) = n! (EXY)" 1y (3.18)

A to konczy dowdd stwierdzenia.
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O

Zwrbéémy uwage na ponizsze twierdzenie. Moze wydaé sie podobne do mocnego prawa wiel-
kich liczb.

Twierdzenie 3.1. [4, twierdzenie 2.1]
Niech Z ~ N(0,1) oraz f : R — R bedzie mierzalng funkcja taka, ze Ef%(Z) istnieje. Jedli
B = (Bf);> jest utamkowym ruchem Browna z parametrem H € (0, 1), to wtedy zachodzi

% S f(Bff - B B Ef(2). (3.19)
k=1

Dowéd. Jesli H = %, to teza wynika od razu z mocnego prawa wielkich liczb, wszak kolejne
przyrosty sa niezalezne. Zajmijmy sie przypadkiem gdy H # % Skoro Ef?(Z) < 00, to korzysta-
jac z drugiego podpunktu Stwierdzenia 1 mozemy zapisa¢ funkcje f w terminach wielomiandw
Hermite’a

f(z) = i U Hy (). (3.20)

Podnoszac teraz do kwadratu szereg po prawej stronie, podstawiajac = := Z, obkladajac
obie strony réwnania operatorem wartosci oczekiwanej i korzystajac z (3) ze Stwierdzenia 1

otrzymujemy, ze
oo

Zcz =Ef*(Z) oraz c¢g=Ef(Z).

Teraz mozemy zapisaé

L35 (Bl B ~Ef(2) = 23 (7 (B - BiL) - 1(2) -
= (3.21)
fz zHl (B - BIL,).
Vit
Zajmijmy sie teraz zbieznos$cia w L?
n 2
E (; St (Bf - Bi,) - Ef(Z)> -
i ?2 S (ot mme-st ) =
3.22
o LSmd s m (B - BEL) (- BIL)) =
=1 km=1
ch Z pu (k—m)’,
=1 km=1
gdzie
pu(z) = py (|z]) = % (\x—i— 12H 4|z — 12 - 2]3:\2H> dla z € N.
Zauwazmy, ze
E(B{ (Bf,, - B')) =E(B{'B,,) —E (B{'Bl!)
= % (e 1) 41— K27 — B2 — 14 (k= 1)) = (3.23)
= pu (k)
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dla dowolnego k € N. Zatem korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza dostajemy

o (z)] < \/E (BH) \/ BE ., B@I') — 1 (3.24)

Stad, jesli potegujemy pp, to wartos¢ nie rosnie.
To doprowadza nas do nastepujacych wnioskdéw

E(;if(Bf—Bf:f_l) £12)) < 3ot 35 puth -l =
k=1 = k,m=1

n—m

Z lpr (k)| < (3.25)

—m

= Var (f(2) 1 Z lpr (k —m)| = Var (f %Z

km 1
< 2Var (f(2) - Z \pr (k)
k=9

Pozostaje zbadaé¢ asymptotyczne zachowanie sumy ZZ;é lprr(k)|. Przypatrzmy sie najpierw
funkcji pp.

pr (k) =
1 2H 2H o) _ 1 2H _ 12H 2H 2H
= 5 (k127 4 (= 12 —2k2) = = (k4 12 = 27— (2 — (k= 1)) ) ~
2H-1 )21 2H—1 2H—-1 (3.26)
NH/ (k+u) du — H/ du = H/ (k+u) — (k—u) du ~

~ H(2H —1) / (k +u)*2dudz ~ H(2H — 1)k*172,
0 J—=zx

Stad pg (k) ~ H(2H — 1)k?7~2 dla duzych k.
Zatem gdy H < 3, to 07 lpu (k)| — 520 |pr (k)| < oo. Wobec skoficzonosci drugiego mo-
mentu zmiennej f(Z) uzyskujemy

n 2 n—1
E (Tll > (B - B) - IEJf(Z)> < 2Var (f(2)) % 3 lou (k)| = % —0. (327
k=1 k=0

Pozostaje zatem przypadek gdy H > %, wtedy Z";l lpr (k)| ~ n?H=1. Zatem

n 2
E (:L > f(Bf - BlL,) - IEf(Z)> < 2Var (f Z lor (k)| ~ Cn?=2 — 0. (3.28)
k=1

Co konczy dowdd.
O

Uwaga.
Biorac pod uwage samopodobienstwo utamkowego ruchu Browna, otrzymujemy nastepujacy
wniosek z tego twierdzenia

Tllkzlf (nH (Bi,j _ Bg&)) Lkt (2). (3.29)

Stwierdzenie 3.5. (p-wahanie)
Niech B = (B} )t=0 bedzie utamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H € (0, 1) oraz
niech p € [1,00) wtedy

" 0 jesli p > %

H o P2 . 1
S IBY = BiL| S EIZP jedlip= 4% (3.30)
h=1 ' 00 jesli p < &

gdzie Z ~ N(0,1).
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Dowdd. Jest to proste zastosowanie Twierdzenia 3.1 dla funkcji f(x) = |z[P.
U

Definicja 3.4. Proces (Z;)i<7 jest ciaglym semimartyngalem, jesli da si¢ go przedstawié¢ w
postaci Z = Zy + M + A, gdzie Zjy jest zmienna Fy mierzalna, M jest ciaglym martyngatem
lokalnym oraz A jest cigglym, adaptowalnym procesem, ktérego trajektorie maja skonczone
wahanie na kazdym odcinku [0, ¢]. Ponadto My = Ay = 0.

Naszym nastepnym celem bedzie pokazanie, ze utamkowy ruch Browna nie jest ciaglym
semimartyngatem. Udowodnimy to za pomocg Twierdzenia 3.2 oraz nastepujacego twierdzenia
z analizy stochastycznej.

Twierdzenie 3.2.
Niech X; = X + M; + A; bedzie ciaglym semimartyngatem, a m, podzialem odcinka [0,¢] na n
czesei, wtedy dla dowolnego podziatu takiego, ze diam(m,) — 0 zachodzi
n 2
Z <Xt(n) - Xt(n) ) — (M), . (3.31)
k—1 k k—1
wedtug prawdopodobienstwa.
Dowdéd. Znajdziemy na przyktad w [3, rozdzial 11].

Twierdzenie 3.3. [4, twierdzenie 2.2]

Niech BH bedzie utamkowych ruchem Browna z parametrem Hursta H € (0, %) U (%, 1), wtedy

BH nie jest semimartyngatem.

Dowdd. Ze wzgledu na samopodobienstwo utamkowego ruchu Browna wystarczy rozwazy¢ t €
[0,1]. Ponadto, korzystajac z Twierdzenia 3.2 dla semimartyngaléw okreslonych na odcinku
[0, 1], zachodza warunki

2
>0 (XE - Xﬂ) — (X); < oo wedlug prawdopodobienstwa.
2. Jedli dodatkowo (M), = 0, to X ma ograniczone wahanie.
Zajmijmy sie przypadkiem gdy H € (0, %)

H
k—1

2
Stwierdzenie o p-wahaniu méwi nam, ze > ;_; (B[,f - B ) — 00, zatem warunek 1. nie
n

n

zachodzi, stad B nie moze byé¢ semimartyngatem.

Niech teraz H € (%, 1).
2
W tym wypadku stwierdzenie o p-wahaniu orzeka, ze Y ;_; (B{I — B& > — 0.

p
Niech p € (1, %), wtedy > p_, (BE — BE_1> — 00, 7 tego samego powodu co wyzej. Co
wiecej, z ciaglodci trajektorii dostajemy warunek

p—1
— 0

B — Bf,

—1
n n

sup
1<k<n

prawie na pewno. Zatem uzywajac prostej nieréwnosci

n

>

k=1

k=1

BY — BiL,

n n

< sup
1<k<n

n n

p
H H
B — B,
n

H H
B — B,
n

wnioskujemy, ze Y p_; Bg — B& — 00, a to stoi w sprzecznosci z warunkiem 2. Zatem B
n

n

nie moze by¢ semimartyngatem dla dowolnego H € (0,1).
O
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Rozdziat 4

Reprezentacja utamkowego ruchu
Browna

W tym rozdziale przedstawimy nasz tytutowy proces jako calke wzgledem procesu Wienera,
a nawet zrobimy to na trzy sposoby. Zacznijmy jednak od przypomnienia faktow z analizy
stochastycznej.

Definicja 4.1. Dwustronnym procesem Wienera nazywamy proces (Wy)er taki, ze
Vi jeslit>0
wy=4 " I
Ug jeslit <O
gdzie V' i U sa niezaleznymi jednostronnymi procesami Wienera.

Stwierdzenie 4.1. [3, stwierdzenie 8.2
Jedli funkcje f,g € L? oraz (Wy)scr jest dwustronnym procesem Wienera, to zachodzg réwnosci

L. E (Jy f(s)dW,) = 0,

2. B (fy ()W, Jy g(5)dW,) = fy F(s)g(s)ds,
3. zmienna [ f(s)dW, ma rozklad N(0, [ f2(s)ds).

4.1. Reprezentacja czasowa

Twierdzenie 4.1. [4, stwierdzenie 2.3]
Niech (W;)ier bedzie dwustronnym procesem Wienera oraz H € (0,3) U (3,1), wtedy proces
Bl = (Bf);>0 zdefiniowany jako

- L (/O ((t— w5 = (~u)'~3) aw, + /Ot(t LS qu> , (4.2)

CH —00

gdzie

1 & H-1 H-1\2
CH_\/2H+/0 <(1—|—u) 2 —u 2) du < o0, (4.3)

jest utamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H.

Dowdéd. Na poczatku sprawdzmy, ze calka jest dobrze okreslona. Oznaczmy f(u) = (t—u)H_% -

(—u)H_% dla v < 0. Zauwazmy nastepnie, ze

(t—w)H % — (—u)H% = (H - ;) /Ot(w —u)H3dw ~ <H - ;) Heuw)f-3.  (a4)
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2
—00, poniewaz 2H — 3 < 1. Zatem rzeczywiscie calka (4.2) jest dobrze okreslona. Zapiszmy owa

catke w nieco wygodniejszej postaci

1 H—1 -1
E ® ((t — u) 2 ﬂ{u<t} — (—u) 2 ﬂ{u<0}) qu. (4.5)

2
Zatem f?(u) ~ (H - l) t2(—u)* =3, Stad widzimy, ze nie ma problemu z catkowalnogcia f? w

Niech t > s > 0, wtedy odpowiednio zmieniajac zmienne oraz korzystajac ze stwierdzenia 4.1
otrzymujemy ciag réwnosci

E(Bfﬁ—Bf)2:427 Qt—on—%nw<ﬂ_48_40H;%1M<§)2du:

& Jr
1 _1 _1 2
= 2 (=50 gy~ (0 1) o=
2
(t — )21 v\ 2 v \H-3
= C%{ /R <1 - ‘_ S> IL{u<t—s} - <_t — S) IL{v<0} dv =
(t — 3)2H / -1 H_1 2
=t 1— 1 — (= 1 dz =
0125[ - (( z) 2«1y ( Z) 2 {z<0}) z
= (t— S)QH.
(4.6)
Ostatnie przejécie wynika z nastepujacego
_1 _1 2 o _1 _1\2
/R((l - Z)H 211{z<1} - (_Z)H 2]l{z<0}) dz :/0 ((1 + Z)H z — 7 2) dz+
1 ) oo 2 1
—I—/ ((1—z)H_é) dz:/ ((1+Z)H_% —zH_%) dz+ [ w?*"ldw = (4.7)
0 0 0
_ [ H-L  _H-1\? I
—/0 ((1+Z) 2 z 2) d2+ﬁ—CH.

Zauwazmy ponadto, ze Bl = 0. Zatem korzystajac z tych dwéch faktéw dostajemy, ze dla
dowolnych ¢ > s > 0 zachodzi

E(BIBI) - % (IE (B{f—Bg>2+E(Bf—Béf)?_E(B{f—Bf)Q) _
(4.8)
=5 (PR - (= 92T,

A jak dowiedlismy w rozdziale trzecim jedynym procesem gaussowskim spelniajacym te warunki
jest utamkowy ruch Browna.

O

4.2. Reprezentacja spektralna

Przyjrzyjmy sie teraz kolejnej reprezentacji fBm. Dowdd bedzie niemal identyczny jak dowdd
twierdzenia 4.1, niemniej samo przedstawienie jest ciekawe.

Twierdzenie 4.2. [4, stwierdzenie 2.4]
Niech (W;);er bedzie dwustronnym procesem Wienera oraz H € (0,3) U (3, 1), wtedy proces
BH = (Bff);>0 zdefiniowany jako

1 01— cos(ut) % gin(ut)
BH:——/ — AW, / aw, |, 4.9
t CH<—w IR )

2
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gdzie

O01—(:03
CH—\// u2H+1 d < o0. (4.10)

jest ulamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H.

Dowdéd. Tutaj sprawdzenie, ze caltka (4.9) jest dobrze okreslona jest natychmiastowe, poniewaz

°° (sin(ut) ) ’ /OO —2H-1 L om
du < U du = —=¢ < 00.
/a ( w3 € 2H

Dodatkowo dla malych u, rozwijajac w szereg Taylora znamy zachowanie sinusa, zatem

‘ SiH(Ut)>2 /€< ut >2 2/8 —2H+1 5om
du < du =t u M dy = € < 00.
/0 ( utts T o \yti+s 0 2-2H

Doktadnie te same argumenty uzasadniaja istnienie pierwszego skladnika w calce (4.9). Ko-
rzystajac ze stwierdzenia 4.1 wiemy, ze B jest scentrowanym procesem gaussowskim. Niech
t>s >0, wtedy

E (BtH B Bf)z _ c% (cos w’fu‘;;fls(us))?du N c% 000 (sin(uti;{iiln(us))Qdu B
9 cos (ut) — cos(us))? + (sin(ut) — sin(us))Q)
= g AT du = (4.11)
00 1 _ _ _O2H oo q
I
= (t —5)

Widzimy ponadto, ze B{! = 0. Zatem korzystajac z dwéch powyzszych obserwacji wnioskujemy
1

BB/ BY = | (E (B~ BY)" +E(BI - BY)" ~E (Bl - Bf)?) _

X (4.12)
=3 (t2H 420 (- s)QH) .

Ponadto B jest procesem gaussowskim. Zatem, podobnie jak poprzednio, B¥ jest utamkowym
ruchem Browna z parametrem Hursta H.

O

4.3. FBm jako proces Volterry

Ten podrozdzial zaczniemy od zdefiniowania czym jest proces Volterry, a nastepnie udowodnimy,
ze utamkowy ruch Browna jest takim procesem.

Definicja 4.2. Proces (X;)ier nazywamy procesem Volterry, gdy spelniona jest réwnosé
t
X, = / K(t,5)dW,, (4.13)
0

gdzie K jest calkowalnym z kwadratem jadrem, a (Ws)s>0 zwyczajnym procesem Wienera.

Teraz, zgodnie z obietnica, przytoczymy bardzo wazne twierdzenie charakteryzujace utam-
kowy ruch Browna.
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Twierdzenie 4.3. [5, stwierdzenie 5.1.3]
Utamkowy ruch Browna jest procesem Volterry z jadrem Ky danym wzorem

1

Ci(H)s2™H [Ty — s)H2 ~2du jeli H > %
3

Ky(t,s) =
u(t,9) Co(H) [(4)775 (£ — 5)H- %—<H—%> 2 H Ly =3 (u— )7~ 2du| jesli H < 3

gdzie stale (zalezne od H) wynosza odpowiednio

H2H - 1)
o= \l Jo (1 — x)1=2H =3 g (4.14)

oraz

2H
(1—2H) [1(1 —2)"2HzH - 3dyp

Dowéd. Przeprowadzimy dla H > % Drugi przypadek mozna znalez¢é w [6, stwierdzenie 5.1.3].
Najpierw sprawdzmy, ze catka Volterry jest dobrze okreslona, to znaczy chcemy pokazaé, ze dla
dowolnego ¢ > 0 zachodzi

t t t 2
[ Kt tas = i [ 572 ([u- o Rl bau) ds<oe. (410
0 0 s

Cy(H) =

(4.15)

Przyjrzymy sie najpierw catce wewnetrznej, oznaczmy o = H — %, wtedy

/St(u —5)* lydu = (—s)27! /: (1 - Z)al u*du =
= (—1) g2t /: (1 - ;‘)a_l (Z)a du = (4.17)

1
= (1% [ (1= )Yy < (<1 Bla + La),
gdzie B(,) oznacza funkcje beta. Stad wnioskujemy dalej, ze

t t
/ K% (s,t)ds < B*(a + l,a)/
0

¢
s AR 24 — B?(a 4 1, a)/ s*171ds < oo. (4.18)
0 0

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnego t > 0, poniewaz 2H — 1 > 0. Korzystajac
ze Stwierdzenia 4.1 wiemy juz, ze B jest scentrowanym procesem gaussowskim, zatem zostaje
nam policzenie funkcji kowariancji.

EBIBH =
tAs
= Ky(t,z)Kg(s,x)de =

= C¥(H /// 1=2H x)H_%yH_%(zfx)H_%zH_%dzdydx:
=C}H / H= 1/ H_f/ w12 (y IL‘)H_%(Z—I‘)H_%dl'dde.

Rozwazmy teraz wylacznie ostatnia catke. Zalézmy, ze z > y oraz podstawmy v = Zii Po tej
operacji oraz uproszczeniu dostajemy nasza catke w nastepujacej postaci

(Z_y)2H—2/£oo(Uy_ )1 2H H de_( _y)QH—Q/OO

(4.19)

> 1-2H
<1 - ) v H=3y12H gy (4.20)
vy

z
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Podstawmy teraz ¢ = % Kontynuujac rachunki otrzymujemy

_ _ 1 1 — _3
=z =) 2) T [ (1— ) e

1
=(z— y)QH_z(yz)_H+%B (2 —2H,H — 2) .

Wstawiajac powyzszy wynik, do réwnania (4.19), uzyskujemy

s t 1
EBIBH = H(2H — 1)/ / (z —y)?H2dydz = 3 (tQH +s2H |t — 3]2H) .
0 JoO

(4.21)

(4.22)

Podsumowujac, mamy do czynienia ze scentrowanym gaussowskim procesem o ciaglych trajek-
toriach. Ponadto B}l = 0 oraz funkcja kowariancji ma odpowiednia postaé¢. Zatem, jak poka-
zaliémy w podrozdziale 3.3, proces B¥ jest utamkowym ruchem Browna. Zatem dowéd zostat

zakonczony.
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Rozdziat 5

Ulamkowy ruch Browna jako proces
graniczny

Wedle tytutu, zajmiemy si¢ w tym rozdziale procesami stochastycznymi, ktore zbiegaja wedtug
rozktadu do utamkowego ruchu Browna.

Zaczniemy od regularnego procesu wizyt z niepunktualnoscia. Rozpatrzmy model wizyt klientow
w pewnej firmie. Klient j jest uméwiony na spotkanie w firmie na j—ta godzine (ogdlniej na
j—ta jednostke czasu). Bywa, ze klienci przychodza wezesniej lub sie spézniaja. Oznaczmy przez
§j + j rzeczywisty czas przybycia na spotkanie, zatem jesli {; > 0 to klient jest sp6Zniony oraz
w przeciwnym przypadku przychodzi za wcze$nie. Oznaczmy przez N, licze wizyt w czasie n
godzin, to znaczy

j=—o00

Rozpatrujemy réwniez ujemne indeksy gdyz moze si¢ zdarzy¢ sytuacja, ze w danej chwili osoba
byta uméwiona na godzing temu i si¢ sp6zni na przyklad 3 godziny, wtedy §; = 3 oraz j = —1.
W tym modelu zakladamy, Zze zmienne §; majq cigzkie ogony, to znaczy

P& > x) ~ca™?, (5.2)

gdzie ¢ € (0,00) oraz « € (0,1).
Zdefiniujmy ponadto proces X;, = (Xp(t));5, wzorem

Ny — |t

Xn(t) - n(lfa)/Q (53)

Zalézmy, ze H < % Naszym gléwnym celem bedzie pokazanie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.1. [1, twierdzenie 1]
Niech (&)5° _ ., bedzie ciagiem niezaleznych nieujemnych zmiennych losowych spelniajacym wa-
runek (5.2), wtedy

D 2C H

o\ T=al (5.4)
gdzie BH jest ulamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H = 1770‘

Dowéd. Na poczatku pokazemy zbieznosé (5.4) dla rozkladéw skonczenie wymiarowych, a na-
stepnie pokazemy ciasno$é ciagu (X,,). Zbieznosé¢ skonczenie wymiarowych rozkladéw pokazemy
dla dwuwymiarowego rozktadu X,, = (X,,(t1), X, (t2)). Ogélny przypadek jest analogiczny. Be-
dziemy dazyli do pokazania zbieznosci funkcji generujacej momenty X do funkcji generujacej
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momenty dwuwymiarowego scentrowanego wektora gaussowskiego. Zauwazmy najpierw, ze dla
t > 0 mamy

[nt)
Xn(t)=n""" (Z Lo, 1)y (&5 +3) — [nt] + > Lo, ey (& +j)) =
= IS0 (5.5)

[nt]
=n (— > Lt 00) &+ 5) + D Lo ey & + j)) :

Jj=1 Jj<0
Niech ty > t; > 0 oraz y1,y2 € R. Dla prostoty oznaczmy ny = |nt1], no = |nta], 21 = n~Hy

oraz zp = n~Hys,. Przy tych oznaczeniach mamy

ni n2
Y1 Xn(t1) + 12 Xn(t2) = =213 Linyoo) (5 +4) — 22D Ly o) (&5 +5) +
i=1 i=1

+21Y Lon) (& +5) +22Y Lon & +i1) =
Jj<0 Jj<0
ni

ni
—(21+22) > Lngoo) (§ +5) = 21> Lnpma) (& +5) — (5.6)
j=1 j=1
n2

—22 Y. L) (& 47) + (214 22) Y Loy (& + )+
j=n+1+1 J<0

22 ) Ly (& +7) -
3<0

Po drugim znaku réwnosci rozdzieliliSmy tak sumy aby odpowiednie skladniki byty ze soba
niezalezne. Teraz tatwo policzymy logarytm funkcji generujacej momenty wektora X . Oznaczmy
jeszcze ogon rozkladu & jako G(z) = P(§y > z) =1 — F(z).

InEexp (11 X (t1) + y2Xn(t2)) =

=InEexp (—(2z1 + 22)51 — 2152) Eexp (—22S53) Eexp ((21 + 22)S4 + 2255) =

= i In (14 (742 —1) Gy = j) + (7 = 1) (G(m1 — §) — Gln2 — 5)) ) +
j=1

. (5.7)
+ Y In(1+ (e —1)G(nz—j)) +
j=ni+1
+) In (1 + (ezl+z2 — 1) (G(=J) — G(n1 —j)) + (e = 1) (G(n1 — j) — G(ng —j))) :
J<0

Zauwazmy, ze lim, . z; = 0 dla i € {1,2} oraz In(1 + z) ~ x dla x bliskich 0. Zatem zachodzi

InEexp (y1Xn(t1) + y2 Xn(ta)) ~

~ (e7FTR — e ) ZG?’LQ-] e 1 —1 ZG ny —j)+

e — Z G(ng — j) (6Z1+Z2 - ) Z G(ni +j))+ (5:8)
j=ni+1 7=0
+ (e =1)) (Gl +j) — Gna + 7))
=0

Dystrybuanta jest niemalejaca, zatem mozemy napisaé¢ proste oszacowanie. Jesli 0 < ky < kg
oraz i > ko — k1, wtedy zachodzi

ko+1
> GU) < (k2 —k1)G(ky +i41) — =, (5.9)
j=ki1+i+1
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Stad wynika, ze

> (Glk1 + j) — G(ke +J))—llgloloz (k1 +j) — G(k2 + 7)) =

i=0 =0

’ , (5.10)
ko—1 ko+i (5 9) ko—1

S (Sen- § en) @S e
Jj=k1 j=k1+i+1 Jj=k1

Teraz mozemy uprosci¢ wyrazenie (5.8) korzystajac z (5.10) oraz zachowania funkcji wyktadni-
czej

InE exp (y1 Xp(t1) 4+ y2Xn(t2)) ~ (751722 — e771) jng_lm G(j)+

o Efa @—wmigzw»maﬁm—oéjew+
+ (e - 1) jg G(j) = ;n_H(((m +92)? — 5l + 0 (n71)) j:g:lm G+ (5.11)
+ (s +0(n ")) iz:_; GG) + (B +0(n)) m;z:z—l Glj)+

+(m+mw)?+0(n ) mf GG)+ (B +0(n 7)) Mf G(j)).
=0

Jj=n1

Teraz zbadamy zachowanie sumy ogonéw zmiennych &;. Niech 6 € (0,1 — «), wtedy dla t > 0
mamy

[rt] [n?] [nt]
‘2HZG =01y G+ Y GO
J=0 j=[n?]+1

Majac w pamieci zalozenie P(§; > z) ~ cx™® pokazemy, ze pierwsza suma jest dla duzych n
nieistotna oraz zbadamy asymptotyke drugiego sktadnika

[n?| 5

[n°] n
n*! Z G(j) ~n*le Z Jjr~ cnafl/ ey = ———p(lm1=9) 0, (5.12)
— e 0

l—«

przy n — oo. Zajmijmy si¢ teraz drugim skladnikiem

1 I_TLtJ \_ntJ I_TltJ 1 ] —Q t
n Y. G ~ent Y = Y (n)<n> ~c/n§_1+1y dy =

j=In?]+1 j=In]+1 j=In’]+1 " (5.13)
— ¢ - _ <n5—1 + 1> e SN ct'~® .
11—« n 1-«a

Wreszcie, korzystajac z (5.11) oraz (5.13) obliczymy granice logarytmu funkeji tworzacej mo-
menty wektora X

Jim Eexp (y1 X, (h) + 92 Xn(t2)) = «%+%wﬁ@?—@r%fﬂ+

_c
2(1—a)
+ i g3 (t2 — 1)+ (v + 03 + 2192 B + 05 (87 - t?H)> - (5.14)

C
- W ( T+t + iy (t%H + 2 (g — t1)2H>) ‘
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SprawdZmy jeszcze, ze powyzsza granica rzeczywiscie jest logarytmem funkcji generujacej mo-
menty ulamkowego ruchu Browna.

Jesli X = (Xq, ..., X,,) jest wektorem gaussowskim o macierzy kowariancji X, to wtedy funkcja
generujaca momenty zmiennej X ma postaé

1
Mx (t) = exp (tTM + QtTZt> .
Macierz kowariancji wektora (Bf, Bf') ma postaé

2 L (87 + 83 — (ta — 11)2H)

Z =
3 (tfH + 3 — (ta — tl)QH) 34

Zatem

1
mEexp (B +1B}) = 5 (1" + 36" + g (87 + 87 — (2 —0)*")). (5.15)

Pokazujac zbieznoéé odpowiednich funkcji generujacych momenty, pokazaliSémy zbieznos¢ wedtug
rozktadéw skonczenie wymiarowych. Ze zbieznosci funkcji tworzacej momenty wynika ciasno$é
ciagu X,,(t). Zatem dowiedlidémy twierdzenie.

O
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Rozdziat 6

Podsumowanie

W powyzszej pracy zdefiniowaliémy utamkowy ruch Browna i naszkicowaliSmy jego wazniejsze
wlasnosci. Jak juz zostato wspomniane i udowodnione, utamkowy ruch Browna nie jest semi-
martyngatem, stad nie da sie bezposrednio zastosowaé teorii Ito do catkowania wzgledem fBm.
Dlaczego chcieliby$my catkowaé¢ wzgledem tego procesu? Jednym z zastosowaé jest rozszerzenie
modelu Blacka-Scholesa stuzacego do wyceny instrumentéw pochodnych. Rozszerzenie polega
na zastapieniu procesu Wienera przez fBm w réwnaniu rézniczkowym opisujacym zmiane ceny
instrumentu. Taka zmiana pozwoli nam na lepsze modelowanie rynkéw finansowych przez od-
powiednia manipulacje parametrem Hursta.

Konstrukcja catki wzgledem utamkowego ruchu Browna jest bardzo ciekawa, poczatkowo podob-
na do konstrukeji catki izometrycznej Ito. Niestety ze wzgledu na ograniczenia fizyczne pracy
nie zostalo to opisane, podobnie jak wiele innych interesujacych twierdzen dotyczacych utam-
kowego ruchu Browna. Mam nadzieje, ze czytelnik po przeczytaniu tej pracy bedzie posiadal
solidne podstawy do badania dalszych zagadnien dotyczacych tytutowego procesu.
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